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Ringkasan
The solution of Einstein-Klein-Gordon gravitational field equation has been
derived for a static spherical symmetry case with stress energy-momentum
tensor described by a scalar field. The derived scalar field on curved spaceti-
me indicates the existence of gravitational field. The Einstein field equation
is solved by choosing real scalar potential with basic assumption that space-
time has an effect on energy-mass distribution. This solution is represented
by line elemen where gravitational and scalar field is coupled.
Keywords : Einstein-Klein-Gordon, Gravitational field, spherical sym-
metry
Abstrak
Telah diperoleh solusi persamaan medan gravitasi Eisntein-Klein-Gordon
pada kasus statik simetri bola dengan tensor energi-momentum yang men-
deskripsikan medan skalar. Perumusan medan skalar dalam ruang-waktu
melengkung mengindikasikan medan skalar dengan kehadiran medan gravi-
tasi. Selanjutnya persamaan medan diselesaikan dengan memilih potensial
skalar riil dengan mengasumsikan bahwa ruang-waktu dipengaruhi oleh dis-
tribusi materi-energi. Solusi tersebut direpresentasikan oleh elemen garis
yang mana gravitasi dan medan skalar saling terkopling.
Kata Kunci : Einstein-Klein-Gordon, Medan Gravitasi, Simetri Bola.
1 Pendahuluan
Teori relativitas umum yang dibangun oleh Einstein berdasarkan prinsip ekui-
valensi dan prinsip kovariansi umum yang menetapkan hubungan fundamental
antara medan gravitasi dan geometri ruangwaktu yakni bahwa ruangwaktu buka-
nlah suatu kuantitas absolut melainkan dapat melengkung oleh kehadiran massa
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dan energi yang masif[1]. Meskipun persamaan medan Einstein adalah merupak-
an sebuah persamaan diferensial parsial yang sangat tidak linear, namun dewasa
ini telah banyak diperoleh solusi eksak maupun non-eksak dari persamaan medan
tersebut[2].
Salah satu solusi eksak pertama dari persamaan medan Einstein adalah solusi
Schwarzschild yang merupakan solusi vakum simetri bola. Solusi Schwarzschild
sukses dalam memberikan gambaran mengenai geometri ruangwaktu di sekitar
massa statik yang menjadi pusat gravitasi, termasuk meramalkan eksistensi suatu
objek astrofisika dengan medan gravitasi sangat kuat yang kemudian lebih populer
dengan istilah lubang hitam. Akan tetapi, solusi tersebut menyisakan beberapa
kajian lanjut misalnya koordinat ruangwaktu yang menjadi tak terhingga mu-
lai dari jejari Schwarzschild (rs) yang merupakan batas horizon peristiwa lubang
hitam sampai pada pusat gravitasi atau yang lebih dikenal sebagai singularitas
lubang hitam. Keberadaan singularitas ini pada dasarnya tidak bersifat intrinsik,
yaitu dengan melakukan transformasi koordinat tertentu singularitas pada jejari
Schwarzschild (r = rs) tersebut dapat dihilangkan [3]. Adapun tinjaun dari so-
lusi Schwarzchild yang tidak melenyapkan rapat energi sebagai sumber gravitasi
diberikan oleh[4].
Selain solusi Schwarzschild, terdapat juga solusi Reissner-Nordstrom yakni se-
buah solusi statik dari perpaduan medan elektromagnet dan gravitasi, yang me-
merikan geometri ruangwaktu di sekitar massa bermuatan listrik simetri bola[5].
Adapun pengembangan dari solusi Reissner-Nordstrom untuk kasus black hole ber-
otasi dalam dimensi yang lebih tinggi diberikan oleh[6]. Solusi Reissner-Nordstrom
merupakan model yang sangat teoretis. Hal ini disebabkan karena pada kenyata-
anya, berbagai objek astrofisika seperti bintang, planet dan lubang hitam yang
berperan sebagai sumber gravitasi di alam ini haruslah berotasi stasioner atau
tidak statik. Meskipun demikian, solusi Reissner-Nordstrom tetap merupakan
model yang memiliki aspek teoretis yang sangat menarik terutama mengenai ka-
jian unifikasi dua interaksi fundamental yang tercakup pada model tersebut yakni
Gravitasi dan Elektromagnetik[7].
Salah satu model yang memiliki aspek teoretis yang tidak kalah menariknya
adalah solusi perpaduan medan skalar dan medan gravitasi[8]. Meskipun solu-
si ini masih kurang mendapat perhatian dalam perkembangannya, Yilmas telah
memperoleh salah satu solusi eksak dalam teori gravitasi barunya yang mana per-
samaan medannya sangat mirip dengan persamaan EKG[9]. Oleh karena itu, da-
lam penelitian ini penulis terdorong untuk menelusuri ulang solusi dari persamaan
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medan Einstein untuk kasus statik simetri bola dengan tensor energi-momentum
yang mendeskripsikan medan skalar. Selain itu, dilakukan pula peninjauan rumus-
an medan skalar dalam ruangwaktu melengkung sebagai indikasi dari kehadiran
medan gravitasi. Perumusan medan skalar dalam ruangwaktu datar juga akan
ditinjau sebagai pendekatan yang memerikan interpretasi fisis pada metrik yang
diperoleh. Adapun solusi perpaduan gravitasi dan medan skalar dengan jumlah
dimensi tertentu yang lebih tinggi telah diberikan oleh[10]. Adapun dalam tulisan
ini terdiri atas beberapa bagian, yakni pendahuluan, persamaan dalam relativitas
umum, medan skalar rill dan medan gravitasi, solusi persamaan EKG dan bagian
akhir berisi kesimpulan.
2 Persamaan Einstein Dalam Relativitas Umum
Persamaan Einstein dalam relativitas umum dapat diturunkan dari prinsip aksi
dengan rapat Lagrangian Einstein-Hilbert[11]:
I =
∫ √−g(LG − 2κLM)d4x (1)
maka diperoleh:
Gµν = Rµν − 1
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gµνR = κTµν (2)
dimana Gµν adalah tensor Einstein,Rµν adalah tensor Ricci, R adalah kelengkung-
an skalar Ricci yang diungkapkan sebagai R = gµνRµν , gµν adalah tensor metrik
dan Tµν adalah tensor energi-momentum sedangkan κ =
8piG
C4
.
Untuk menghitung tensor Gµν dalam bentuk komponen-komponen tensor me-
trik maka terlebih dahulu dihitung lambang Christoffel, yakni:
Γαµν =
1
2
gαβ
(
∂gµβ
∂xν
+
∂gβν
∂xµ
− gµν
∂xβ
)
(3)
Kemudian menghitung elemen-elemen tensor Ricci, yakni:
Rµν =
∂Γαµν
∂xα
− ∂Γ
α
αν
∂xµ
+ ΓαµνΓ
β
βα − ΓαβµΓβνα (4)
Dan skalar Ricci R. Bila ada medan luar selain medan gravitasi, maka tensor
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energi-momentum Tµν dapat dihitung dari rapat Lagrangian medan luar melalui
persamaan:
Tµν =
2√−g
[
∂(
√−gLM )
∂gµν
− ∂
∂xα
(
∂(
√−gLM )
∂gµν,α
)]
(5)
Dari hitungan tensor akan tampak merupakan persamaan diferensial parsial
yang sangat tidak linear sehingga kadang-kadang diambil trace dari persamaan
Einstein dengan mengontraksikan sehingga:
Rµν = κ(Tµν − 1
2
gµνT ) (6)
3 Medan Skalar Riil Dan Medan Gravitasi
3.1 Geometri Simetri Bola
Sebelum merumuskan dan menyelesaikan persamaan medan gravitasi Einstein-
Klein-Gordon simetri bola, terlebih dahulu ditinjau solusi Schwarzchild yang me-
rupakan solusi vakum dari persamaan medan Einstein. Pada solusi vakum Rµν
yang mengindikasikan tidak adanya medan lain selain gravitasi. Bentuk umum
elemen garis simetri bola diberikan oleh[12]:
ds2 = eνc2dt2 − eλdr2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (7)
dimana elemen garis Schwarzchild untuk komponen tensor metrik g00 dan g11 di-
berikan oleh:
g00 = e
ν = 1− 2GM
rc2
(8)
g11 = e
λ =
1
1− 2GM
rc2
(9)
Dengan demikian bentuk elemen garis Schwarzschild yang berasal dari sumber
gravitasi statik simetri bola secara lengkap dapat dituliskan sebagai berikut:
ds2 = 1− 2GM
rc2
c2dt2 +
dr2
1− 2GM
rc2
− r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (10)
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Dapat dilihat bahwa metrik 10 juga mempunyai sifat datar asimtotik. Hal ini
berarti bahwa distorsi dari geometri ruangwaktu yang ditimbulkan oleh distribusi
materi berbentuk bola ini bersifat lokal, dimana semakin jauh dari sumber dis-
torsinnya semakin mengecil. Dalam limit jarak tak berhingga, metrik 10 kembali
menjadi geometri ruangwaktu Minkowski. Selain itu bentuk metrik ini mengan-
dung singularitas pada r = 0 dan r = rs =
2Gm
rc2
, dimana rs disebut sebagai
jari-jari Schwarzschild yang menunjukkan bahwa suatu objek akan berkelakuan
sebagai lubang hitam jika jari-jarinya memenuhi r = rs.
3.2 Tensor Energi - Momentum Medan Skalar Riil
Selanjutnya akan ditinjau rapat Lagrangian medan skalar dalam ruangwaktu datar
tanpa kehadiran gravitasi (ruang Minkowski) dimana Lagrangiannya diberikan
oleh[12].
L = 1
2
ηµν∂µφ∂νφ− 1
2
m2φ2 (11)
Untuk memperoleh persamaan Klein-Gordon dengan kehadiran gravitasi, de-
ngan berdasar pada prinsip ekuivalensi dan kovariansi umum maka rapat Lagra-
ngian persamaan 11 akan di perluas untuk ruangwaktu yang melengkung. Dalam
ruangwaktu melengkung, rapat Lagrangian harus memuat
√−g dan ηµν kemudi-
an diganti dengan gµν . Dengan demikian rapat Lagrangian persamaan 11 dapat
ditulis kembali dalam bentuk:
L = √−g(1
2
gµν∂µφ∂νφ− 1
2
m2φ2) (12)
Dengan mensubstitusi rapat Lagrangian medan skalar persamaan 12 ke dalam
persamaan Euler-Lagrange maka akan diperoleh persamaan Klein-Gordon dalam
ruangwaktu melengkung dengan kehadiran gravitasi, yakni:
∂µ(
√−ggµν∂νφ) +m2
√−gφ (13)
dan jika rapat Lagrangian persamaan 11 disubstitusi ke dalam persamaan 5 maka
5
diperoleh tensor energi momentum medan skalar, yakni:
Tµν = ∂µφ∂νφ− 1
2
gµν [g
ρσ∂ρφ∂σψ −m2φ2] (14)
Adapun potensial medan skalar riil yang ditinjau dalam keadaan stasioner yang
berarti hanya merupakan fungsi dari jari-jari yang kemudian didefinisikan sebagai
φ = φ(r). Berdasarkan formulasi tensor energi-momentum yang telah diperoleh
pada persamaan 14 memberikan empat komponen tensor energi momentum yang
tidak nol. Dalam hal ini digunakan tensor campuran yakni:
T 00 =
1
2
m2φ2 +
1
2
e−λφ′2 (15)
T 11 =
1
2
m2φ2 − 1
2
e−λφ′2 (16)
T 22 =
1
2
m2φ2 +
1
2
e−λφ′2 (17)
T 33 =
1
2
m2φ2 +
1
2
e−λφ′2 (18)
dengan tanda aksen pada persamaan di atas menandakan turunan terhadap r.
3.3 Persamaan Medan Einstein-Klein-Gordon
Komponen tensor energi momentum yang tidak lenyap pada persamaan 30 dan 31
dapat digunakan untuk merumuskan hubungan antara geometri ruangwaktu de-
ngan kontribusi materi-energi medan skalar dengan mengubah persamaan 2 men-
jadi tensor campuran yakni:
Gµν = κT
µ
ν (19)
Hasil dari komponen-komponen tensor Ricci dan skalar Ricci untuk gravitasi
simetri bola kemudian digunakan untuk menghitung tensor Einstein. Dalam kasus
ini digunakan tensor campuran Gµν sebagai tensor Einstein yang mendeskripsikan
geometri ruangwaktu (gravitasi) dan tensor energi-momentum yang mendeskri-
psikan bagi distribusi materi-energi (medan skalar). Dengan demikian, kopling
antara komponen tensor Einstein dan tensor energi-momentum pada persamaan
30 dan 31 di atas akan diperoleh persamaan-persamaan medan sebagai berikut:
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G00 = −e−λ[
1
r2
− λ
′
r
] +
1
r2
=
κ
2
[m2φ2 + e−λφ′2] (20)
G11 = −e−λ[
ν ′
r
+
1
r2
] +
1
r2
=
κ
2
[m2φ2 − e−λφ′2] (21)
G22 = G
3
3 = −
1
2
e−λ[ν” +
ν ′2
2
− ν
′λ′
2
+
ν ′ − λ′
2
] =
κ
2
[m2φ2 + e−λφ′2] (22)
Adapun tanda aksen pada persamaan diatas menandakan turunan terhadap r.
Demikian pula persamaan Klein-Gordon dapat diturunkan dari persamaan 13 se-
hingga diperoleh:
φ” + (
2
r
+
ν ′ − λ′
2
)φ′ −m2eλφ = 0 (23)
4 Penyelesain Persamaan Medan EKG
Salah satu upaya yang dilakukan untuk memperoleh solusi persamaan medan gra-
vitasi EKG adalah dengan menganggap bahwa geometri ruangwaktu dipengaru-
hi oleh distribusi materi-energi yang menempatinya seperti yang ditunjukan oleh
persamaan 20-22, yang merupakan empat persamaan diferensial yang akan dise-
lesaikan dengan meninjau komponen ke (00) dan (11). Solusi dari komponen ke
(00) dan (11) dilakukan dengan menjumlahkan serta mengurangkan persamaan 20
dan 21 yakni (G00 ±G11 = κ(T 00 ± T 11 )) maka diperoleh:
−e−λ[λ
′ − ν ′
r
− 2
r2
] +
2
r2
= κm2φ2 (24)
λ′ − ν ′
r
= κφ′2 (25)
Untuk partikel skalar yang tidak bermassa (m = 0) persamaan (24) dan (23)
memberikan
eλ = −1− φ”
φ′
r (26)
Sedangkan eν diperoleh dengan menggunakan hubungan antara persamaan 24 de-
ngan (26) yakni
eν = g
eλ
φ′2r4
(27)
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Selanjutnya dalam limit medan lemah persamaan Klein-Gordon (23) akan teru-
duksi dalam ruang-waktu datar (ruang Minkowski) yang memberikan
φ” +
2
r
φ′ −m2φ = 0 (28)
Persamaan (28) di atas merupakan persamaan diferensial Bessel yang mempunyai
solusi berupa kombinasi linier dari [sin(imr)]/imr dan [cos(imr)]/imr. Adapun
dengan memilih φ yang tepat maka persamaan (28) di atas akan menghasilkan
suatu potensial yang tidak lain merupakan potensial Yukawa, yaitu
φ = g
e−mr
r
(29)
Dengan g merupakan konstanta interaksi kuat dan memiliki kaitan yang erat de-
ngan konstanta g pada persamaan 27. Selanjutnnya ditinjau hubungan antara
tensor energi-momentum dalam limit medan lemah yang mereduksi persamaan
(15)-(18) menjadi
T 00 = T
2
2 = T
3
3 =
1
2
m2φ2 +
1
2
φ′2 (30)
T 11 =
1
2
m2φ2 − 1
2
φ′2 (31)
Selanjutnya dengan mensubtitusi persamaan 30 dan 31 ke dalam persamaan 19
diperoleh
e−λ = 1− 2M
r
+ κ
g2e−2mr
2r2
(32)
ν ′ = −1
r
+ [
1
r
+ κ(m+
1
2r
)
g2e−2mr
r2
]e−λ (33)
dengan M pada persamaan 32 merupakan konstanta integrasi yang kemudian da-
pat didefinisikan sebagai massa gravitasi benda dari titik sumber. selanjutnya
untuk partikel skalar yang tidak bermassa m = 0 dan g 6= 0 maka komponen g00
dapat dicari dengan megintegralkan persamaan 33 yang memberikan dua kondisi
Untuk M 6= kg2
2
diperoleh
ν =
2M√
kg2/2−M2 tan
−1 r −M
kg2/2−M2 (34)
eν =
(
r−M−(M2−kg2/2)1/2
r−M+(M2−kg2/2)1/2
)M/(M2−kg2/2)1/2
(35)
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sedangkan untuk M = kg2/2 diperoleh
ν = − 2M
r −M (36)
Adapun jika m = 0 maka persamaan 32 akan tereduksi menjadi
e−λ = 1− 2M
r
+
κg2
2r2
(37)
Suku kedua metrik 37 menjelaskan kontribusi massa sebagaimana pada metrik Sch-
warzschild, sedangkan suku ketiga memberikan gambaran pengaruh medan skalar
dalam untaian ruang-waktu di sekitar benda bermassa. Selain itu, suku ketiga
juga memberi jejari medan skalar sebagai bentuk analisis singularitas (pada kasus
kerontokan gravitasi semisal lubang hitam) bagi sumber gravitasi benda bermas-
sa. Adapun κ merupakan konstanta dari persamaan medan Einstein sedangkan g
tidak lain adalah konstanta dari medan skalar. Dengan demikian diperoleh solu-
si persamaan medan gravitasi Einstein-Klein-Gordon untuk partikel scalar tidak
bermassa yang dinyatakan dalam elemen garis berikut ini.
ds2 =
(
r−M−(M2−kg2/2)1/2
r−M+(M2−kg2/2)1/2
)M/(M2−kg2/2)1/2
dt2 − dr
2
1− 2M
r
+ κg
2
2r2
− r2(dθ2 + sin2 θdφ2)
(38)
Pada metrik 38 di atas terlihat bahwa jika Gravitasi jauh lebih dominan diban-
dingkan dengan suku ketiga yakni medan skalar, maka metrik di atas akan tere-
duksi menjadi metrik Schwarzschild sebagaimana terlihat pada persamaan 10
5 Kesimpulan
Dalam penelitian ini diperoleh solusi dari persamaan medan gravitasi Einstein-
Klein-Gordon simetri bola yang mana, solusinya ditunjukan oleh elemen garis pada
persamaan 38. Pada elemen garis tersebut terlihat bahwa selain massa, terdapat
pula pengaruh medan lain (medan skalar) terhadap geometri ruang-waktu disekitar
benda bermassa simetri bola. Dengan adanya suku tambahan pada metrik terse-
but menunjukan bahwa metriknya tidak menuju singularitas seperti pada solusi
Schwarzschild. Selain itu, juga diperoleh perumusan medan skalar dalam ruang-
waktu datar sebagaimana diberikan oleh persamaan 28. Solusi dari persamaan 28
menghasilkan suatu potensial yang kemudian dapat digunakan untuk menyelesaik-
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an persamaan medan Einstein-Klein-Gordon simetri bola, adapun potensial yang
dimaksud diberikan oleh persamaan 29.
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